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1は じ め に
提携形ゲームとは複数人が集 まって得た利益などを公平に分けるにはどうす
べ きか?の 問に答えようとしたものである。得 られた利益の分け方(解)と し
て,種 々の観点か ら様々な解が提唱されている。その中に最小二乗値 と呼ばれ
るグループがある。このグループの中には良 く知 られたシャープレイ値や最小
二乗準仁,等 がある。本稿ではこの仲間であるニュー値(と 呼ぶ)に 関して確
率的解釈を見出 したのでそれを述べる。
〔33〕
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2提 携形ゲーム
複数の参加者が集まって利益を生む状況を想定する。参加者(プ レイヤーと
呼ぶ)の 集合 をノV:ニ{1,_,n}とお く。Nの 部分集合 を提携 と呼ぶ。提携S
(⊂劫 のメンバーが集まって得ることがで きる利益 をv(S)で表 し,提携Sの
提携値 と呼ぶ。Nの 部分集合から実数へのこの関数v:2!v→S}を特性関数 と呼
ぶ。ただし,v(の)=0とする。プレイヤーの集合Nと 特性 関数 刀の組(N,v)
を提携形ゲーム1)と呼ぶ。全体提携Nに よって得 られる利益v(Mを,部 分提
携Sの 提携値{v(S)IS⊂N}を利用 して,!Vのメンバーになるべ く公平に分け
ることが,提 携形ゲーム(N,v)の1つの 目的である。
提携形ゲームの1点 解 とは提携形ゲームの集合か らプレイヤーへの分け方へ
の関数!で 次の条件 を満たすものである:
!(ハ砂)ニ(五(ハろ"),_,ん(ハ肋))
Σ カ(ハψ)ニ"⑳
ブ∈2V
1点解は値 とも呼ばれる。
3最 小二乗値
提携形ゲームの 囎 である最小二乗値は提携sの 分け方x〔x-(x・・…・x・);
駆 副 への不満 ・(S)瀞 をなるべ 碇 にしようと試みる・もつ
と一般 的 に重み を考慮 し,次 の最小 化 問題 を解 く解x=(X1,…,Xn)として最小
二乗 値 は定義 され る:
1)譲渡可能効用を扱うので,正確には,譲渡可能効用を持つ提携形ゲームと呼ばれ
る。
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mi認紳(S)一碁 吻2
stΣ η一v(N)
ブ∈八「
こ こ で,(M。 ,s)n-2,・,...、。一・,…,n-・は 非 負 の 重 み で 薯 〔矧 獅1と な
るよ うに規格化 してお く2)。この最小化 問題 は陽 に解 けてx=(X1,・・.,Xn)は次
の ように求め られる:
η=v(Nπ)+Σ 〃・n,、v(s)一Σ ÷ 〃・n,。v(s)
s:s⊂Nsゴ∈
S≠NS≠ の,N
す な わ ち,重 みm=(Mn,s)n_2,3,_;s_1,_,n_1を持 つ 最 小 二 乗 値 をLsmと
書 く と
L解(N,v)-v(穿)+Σ 〃z。,。v(s)一Σ 考 〃・n,。v(s)
s=s⊂Nsブ∈
S≠Ns≠ の,2V
と な る 。'
v(N)一ΣUk
今 笏・謙 鯉(s)と おくと・畔(嗣=観"　 となる・
s≠N
す なわ ち,各 プ レイヤー ブは,ま ず,吻 を貰 い,残bv(N)一 ΣUhを 全 員 で
々∈ハ「
等分する,と いう分け方になっている。 この意味で 笏 をプレイヤーブの貢献
と呼ぶことがで きる。 Σm。,。・1と1まかぎらないので,こ の貢献 を提携値のs像贈
期待値 として解釈できない。しか し,次 に述べるように,他 のプレイヤーに対
する自分の貢献は提携値の期待値 として解釈できる。まず,最 小二乗値 は各プ
2)sは提携8の メンバーの人数である。
36商 学 討 究 第56巻 第2・3号
レイヤー の貢献そ の もの にではな く,そ の差 に依存 す るこ とに注 意 し,貢 献の
差 を次の ように表現 す る:
Ui一笏 一 ΣM。,。v(s)一Σ 〃z。,。v(s)
sげ∈s⊂N5ゴ ∈s⊂N
S≠2VS≠N
一 ΣM 。,。v(s)一ΣM。,。v(s)
s∈r(i+,ゴー)s∈r(ブ+,ゴ ー)
ただ し,T(i+,ブー ):={S⊂!Vl庭Sブ年S}であ る。
吻=ΣM。,、v(S)と お く。 これ1まプ レイヤ ーiの プ レイヤー ブに対 す る
s∈r(i+,ノー)
貢献 とみ な され る。 これ を利用 す る と,Ui一笏二〇グoガ とな り,結 局,
LS野(N,v)_:v(i)+愚(㌻=Uk)_v(i)+忍(ら寛二㊨
となる・認 .、M・・s一薯 鰍 混.,1一塾 〔で=1〕-1に注意すると・
ls【=s
プレイヤ'-iのプ レイヤーブに対す る貢献Cijは提携Sが 確率Mn,sで生成 さ
れ,その提携値v(S)をプレイヤーiの プレイヤーブに対する貢献 とみなせば,
提携値の期待値 として解釈できる。
賑 ノ≒ 嚇 最小二乗値は最小二韓 仁となり・M・,・-t'、鷹r1
の時,最 小 二乗値 は シャー プ レイ値 となる。本稿 で考察す るニ ュー値 はMn,sニ
n(為 〔醐 一1の時の最小二乗値である・本稿でニー 値と呼ぶ最小二乗
値 には,従 来,注 意が払われてこなかった(従 って,特 に名前が付けられてい
なかった)。
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4確 率的解釈
前節で最小二乗値の例 として最小二乗準仁,シ ャープレイ値,ニ ュー値を,
その重 み 勉 の違い として定義 した。また,プ レイヤー づのプレイヤーブに対
する貢献 吻 も定義 し,そ れを期待値 として解釈で きることも示 した。この節
では,こ の解釈 を実現する提携形成過程を述べる。この確率的解釈は実際にど
の値 を使 うかを判断する時に助けとなる。
具体的にはブレイヤ'-iを含みプレイヤーブを含 まない提携Sの 形成過程を
記述 し,こ の提携Sが で きる確率が,提 携 の規模(人 数)に のみ依存 し,
砺,,であることを示せばよい。
4・1最 に 乗準仁:M・,s一声
プ レイヤ ー ゴは 「参加 す る」,プ レイヤー ブは 「参加 しない」の決定 をす る。
他のプレイヤーは ・参加する・ または ・参加 しない・ を等僻(確 峠)で 選
ぶ。「参加する」とい う決定をしたプレイヤーが提携Sを 形成する(図1参 照)。
プ レ イヤ ー
げ
参加する
プレイヤー
参加する
プ レイヤ ー
と、 参 加 す る
プレイヤー
参加する
プレイヤー
参加しない
プレイヤー
参加しない
提携sゴ ∴∵、騰 ∵ 漁
プ レイ ヤー
;講=1翻論 ㌔ 参加伽
他のプレイヤーは参加するかしないかを、等確率で決める。
図1.最小二乗準仁における提携形成過程
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「参加する」 または 「参加 しない」 を選ぶプレイヤーの人数はn-2人で,ど
ちらを選ぶ確率も同じ音であるので・提梛 が形成される解 は≠ ・となる・
4・2シ ャープ レイ値:M・ ,s-"圭、 匿 〕一1
プレイヤ`一ブを除 くn-1人 の プ レイヤーが ラ ンダムに順 列 を作 るこ とに参
加 す る。 プ レイヤ ー ゴが到 着 した時 にで きる提 携(す な わち,プ レイヤ ー ゴを
含 み その左側 にいる プ レイヤ ーの集合)が 提携Sで あ る(図2参 照)。 すべ て
の順 列 の個 数が(n-1)1個であ り,そ の中で形成 され た提携 がSと なるの は,
プ レイヤーiよ り左 にい るs-1人 の順列 の個 数(s-1)1と,右 にい るn-s-
1人の順 列 の個数(〃-s-1)1の積 の(s-1)1(n-s-1)!個であ る。 従 って,提
携Sが 形成 され る確率 は(s-1)1(n-s-1(n-1)1)L"圭1圓 一1とな る・
♂',
プ レイ ヤ ー'プ レイ ヤ ー 嚢
oo● ●.●o
参加する 参加する
A
プ レイ ヤ ー
げ
、参加嘱
プ レイ ヤー
■ ●o
参加する
提携S
プレイヤーブは順列の形成に参加しない。
他のプレイヤーは順列の形成に参加する。
どの順列も等確率で形成される。
プレイヤー
参加する
プレイヤー
ノ
参加 しない
図2.シ ャープレイ値における提携形成過程
4・3ニ ユー値:m・ ,・・π(tt)贋 〕-1
すべてのプレイヤーが ランダムに順列を作 ることに参加する。プレイヤー づ
とプレイヤーブの2人 が到着 した時にで きる提携(た だ し,プ レイヤ`一ブは除
く)が提携Sで ある(図3参 照)。すべての順列の個数がn1個であ り,その中
で形成された提携がSと なる順列の個数を求める。(1)プレイヤーiが プレイ
ヤーブよりも左 にいる場合の個数:プ レイヤーブよりも左にいる(プ レイヤー
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iを含 む)s人 の順 列 の個数s1と プ レイヤー ブよ りも右 にいるn-s-1人 の順
列 の個数(n-s-1)!の積s1(n-s-1)1個で ある。(2)プレイヤ'一iがプ レイヤー
ブよ りも右 にい る場 合 の個 数:プ レイヤ 一ー・'iよりも左 にい るs-1人 とプ レイ
ヤL-・ブを加 えたs人 の順 列 の個 数s1とプ レイヤー-iよりも右 にい るn-s-1人
の順 列の個 数(n-s-1)1の積s1(n-s-1)!個である。(1)と(2)の和 をn1で割 っ
て・提 携が形成 される確 率 は2s1("9;;itE=my-Li)i,,,
"(差≒)〔 副 一1とな る・
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すべてのプレイヤーは順列を形成する。
どの順列も等確率で形成される。
図3.ニ ュー値における提携形成過程
5数 値 例
数値例として,A,B,C,Dの4人 からなる4人 ゲームを取 り上げる。提
携値は次の表で与えられている。表に書かれていない提携の提携値は0と する。
提 携 AB AC AD BC BD CD ABC ABD ACD BCD ABCD
提携値 70 70 70 60 60 60 90 80 70 70 100
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最小二乗準仁,シ ャープレイ値,ニ ュー値を計算すると,次 の表のようにな
る。
A B C D
最 小 二 乗 準 仁 3暗 525-8
123-
8 2暗
シ ヤ ー プ レイ値 30 226-
3
123-
3
20
ニ ユ ー 値 131
τ
1127-
12
1122-
12
1117-
12
もし,前節で述べた 「あるプレイヤーの他のプレイヤーに対する貢献」の3
つの確率的解釈の中に,考 察 している状況にとって,適 切なものがあれば,そ
の解 を適用することが望ましいことになる。
6終 わ り に
本稿では提携形ゲームの1点 解である最小二乗値のグループに入る,最 小二
乗準仁,シ ャープレイ値,ニ ュー値の 「あるプレイヤーの他のプレイヤーに対
する貢献」の確率的解釈について述べた。特に,従来,注意が払われてこなかっ
たニュー値に確率的解釈 を与えた。
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